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Czym s3 obserwacje odstajace?

Obserwacja odstajaca (nazywana takze nietypowa lub skrajng — outlier) to
obserwacja znaczaco rézniagca sie od pozostatych, ktéra moze zaburzaé
wyniki estymacji.
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Przyczyny

Btedy w zbieraniu danych lub ich przetwarzaniu
© Btedy przy wpisywaniu zmiennych (brakujacy przecinek, zmiana znaku)

@ Specyfika kodowania zmiennych (np. kodowanie brakujacej obserwacji jako
9999)

© Zte zrozumienie pytania w badaniu ankietowym (np. dochéd roczny zamiast
miesiecznego)

Czynniki niezalezne
@ Nietypowa sytuacja (np. zarobki prezesa spétki notowanej na GPW)

@ Woptyw jednorazowych zaburzen (np. podwyzszona zmienno$¢ cen w czasie
kryzysu finansowego)
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Skutki — wprowadzenie

W prezentacji koncentruje sie na estymatorze KMNK, jednak opisane problemy
dotycza tez innych estymatoréw (np. regresji logistycznej).

W trakcie estymacji modelu mozemy zauwazy¢, ze dana obserwacja nalezy do
jednej z grup:

@ Obserwacje odstajace — obserwacje, dla ktérych obserwujemy b. duze
reszty

@ Obserwacje wptywowe — usuniecie obserwacji tego typu prowadzi do

znaczacych réznic w wartosci oszacowanych parametréw nawet przy duzych
prébach

Zapamietaj: obserwacja odstajaca # obserwacja wptywowa
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Skutki

Zatézmy, ze mamy do czynienia z obserwacjg odstajaca, ale nie wptywowa:

Im(formula = y ~ x)
o .
Residuals:

Min 1Q  Median 3Q Max o |
-0.28758 -0.08277 -0.00638 0.06456 2.09959 - ////,/////‘//
Coefficients: ° p- Chl

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|) 77‘/,,/////’/////
(Intercept) 1.03039 0.02188 47.1  <2e-16 ***
X 1.94004 0.03767 51.5 <2e-16 **x* T T T ’ T

Signif. codes:
0 %%’ 0.001 ’*%> 0.01 ’%’ 0.05 °.” 0.1’ > 1

Residual standard error: 0.1728 on 248 DF

Multiple R-squared: 0.9145

Adjusted R-squared: 0.9142

F-statistic: 2653 on 1 and 248 DF, p-value: <2.2e-16
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Skutki

Zacznijmy od wzoru na macierz wariancji-kowariancji:

D? (ﬂ) = *(XTX)!
ktéra jest estymowana jako
D2 (3) = S2(XTX)

gdzie S to obserwowana wariancja reszt z modelu opisana wzorem

2 1 ~ =\2 1 u 2
R DD R T DI
i=1 i=1

N — liczba obserwacji, e; — reszty z modelu, € — $rednia reszt (w modelu ze statg € = 0),
K — liczba parametréw (tacznie ze stata).

Elementy na diagonali macierzy wariancji-kowariancji informuja o wariancji
oszacowanych parametréw. Jezeli mamy obserwacje odstajace (wysokie wartosci €;), to

roénie wariancja dla oszacowanych parametréw (niska precyzja oszacowan).
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Skutki

Zatem usunmy obserwacje odstajaca. Otrzymujemy wyniki regres;ji:

Regresja z obserwacja odstajaca:

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.28758 -0.08277 -0.00638 0.06456 2.09959

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1.03039 0.02188 47.1 <2e-16 **x*

x 1.94004 0.03767 51.5  <2e-16 ***
Signif. codes:
0 ’x*x’ 0.001 ’*%’ 0.01 ’%> 0.05 ’.” 0.1 > 1

Regresja BEZ obserwacji odstajacej:

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.279271 -0.074650 0.001844 0.071560 0.269638

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 1.02180 0.01392  73.42 <2e-16 **x*
x[-125] 1.94035 0.02395 81.02 <2e-16 **x

[-125] oznacza usuniecie 125. obserwacji

(outliera)

Dla zmiennej x otrzymali$my btedy standardowe o 36,4% nizsze!
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Skutki

Zatézmy, ze mamy do czynienia z obserwacja odstajaca i wptywowa:

Im(formula = y ~ x) o
Residuals: “1 ///«//”//
Min 1Q Median 3Q Max 2 /////’//
-5.1095 -0.1499 0.0416 0.1762 0.5004 ER 2 o
Coefficients: “I //////////
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl) 1
(Intercept) 1.30612 0.04509  28.97 <2e-16 **x* 1 i : i i *

b4 1.33445 0.07390 18.06 <2e-16 *** 00 05 10 15 20 25 20

Signif. codes:
0 %%’ 0.001 ’*%> 0.01 ’%> 0.05 ’.” 0.1 > > 1

To sa te same dane co w poprzednim przyktadzie, z wyjatkiem 1 obserwacji.
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Obserwacje wptywowe — czy zawsze usuwac?

Na poprzednim slajdzie mogliémy zauwazyé, ze wptywowa obserwacja odstajaca
moze prowadzi¢ do btednego wyniku (obciazenia estymatora). Czy zatem zawsze
powinniémy usuwa¢ obserwacje wptywowe?

Jezeli obserwacja odstajaca powstata w
wyniku btedu — zdecydowanie tak. Dlatego )
istnieja procedury ucinajace obserwacje < T
skrajne. p

Natomiast jezeli obserwacja wptywowa ma « /
nietypowy poziom zaréwno dla zmiennych ’
objasniajacych, jak i objasnianej, to wéwczas 4
stanowi ona weryfikacje naszej teorii poza N W&

,typowa" préba. Jezeli nie mamy duzych

reszt (nie jest to obs. odstajaca), to wnosi -
ona istotne informacje i prawdopodobnie nie

powstata w wyniku btedu.
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Diagnostyka — wykres kwantylowy (QQ plot)

Diagnostyka (wykrywanie obserwacji odstajacych) opiera sie na analizie reszt z
modelu. Jednym z narzedzi jest tzw. wykres kwantylowy (ang. QQ plot).

@ Wykres ten pokazuje, jak dla aaPlot
poszczegblnych kwantyli* rozktadu Chryste mperlgpofa Coralao
teoretycznego ksztattuja sie ok !
kwantyle empiryczne reszt.

@ Wartosci powinny ukfadaé sie na
linii prostej — jezeli widoczne s3
istotne odchylenia na krancach
wykresu, to wskazuje to na 7
wystepowanie obs. odstajacych.

Studentized Residuals(fit)

tQuantiles

*kwantyle mierzy pozycje danej wartosci
w prébie po jej uporzadkowaniu.
Przyktadowo kwantyle rzedu 100,
nazywane percentylami, informuja o tym,
ile % obserwacji w prébie ma warto$¢

réwna lub mniejsza.
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Wykres dzwigni (leverage / added-variable plot)

Leverage Plots

) i @ O$ Y pokazuje reszty z regresji

] zmiennej objasnianej na pozostatych
zmiennych objasniajacych (bez
badanej zmiennej)

@ O$ X pokazuje reszty z regresji
— badanej zmiennej objasniajacej na
""""""" pozostatych zmiennych objasniajacych

@ Nachylenie niebieskiej linii jest réwne
oszacowaniu parametru przy badanej
zmiennej w petnym modelu — im
bardziej ptaska, tym mniejsze
znaczenie zmiennej (ptaska =

I nieistotna statystycznie)

@ Wykres ten wskazuje, ktére
obserwacje maja najwiekszy wptyw na
oszacowanie.

@ Wartosci na kraficach wykresu maja
wieksze znaczenie dla oszacowania
parametrow.

Piotr Dybka Obserwacje odstajace Ekonometria praktyczna 11/27



Pomiar wptywu obserwacji (dzwignia)

Do pomiaru wptywu obserwacji mozemy wykorzysta miare odstepstwa obserwacji
x; od x (dla regresji prostej):

Ogdlnie h; jest i-tym elementem diagonali macierzy H = X(XTX)71XT, czyli
h; = Xl-T(XTX)ilx,'.

Dla modelu o K parametrach:

N

Zh, =K, przy czym dla kazdego i: — < h; <1

==

To oznacza, ze przecietna warto$¢ dzwigni (h;) wynosi K/N, a warto$¢ powyzej
2K /N (dla matych préb 3K/N) mozna uznaé za potencjalnie wptywows.
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Studentyzowane reszty (studentized residuals)

Studentized Residuals Plot

Standaryzowane (wewnetrznie
studentyzowane) reszty to reszty
podzielone przez oszacowanie
odchylenia standardowego reszty

ri = & 5 SEe.:S\/l—h,'
SE., '

1 I I I S—

Delsted Studentized Residuals

Observation

1 (xi — x)?
N Y — %)

Studentyzowane reszty powinny
miesci¢ sie w przedziale [—2; 2].

hi =

Jezeli zamiast S wstawimy S(; (oszacowane bez i-tej obserwacji), otrzymamy reszte
studentyzowang usunieta (deleted studentized residual, RStudent) — to wtasnie ona jest

przedstawiona na powyzszym wykresie.
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Test Bonferroniego (Bonferroni outlier test)

Reguta [—2; 2] to heurystyka. Formalnie mozemy przetestowa¢ hipoteze:
Hp : i-ta obserwacja nie jest odstajaca H. : i-ta obserwacja jest odstajaca

Statystyka testowa jest reszta studentyzowana usunieta, ktéra przy Hy ma rozktad

€i

— ~ t(N-K -1
5(,-)\/1—/7; ( )

ti =

@ Problem: nie testujemy jednej, z gbry wybranej obserwacji — szukamy najwiekszej
sposréd N reszt. Przy o = 0,05 i N = 32 oczekiwalibySmy ok. 1,6 ,odstajacej”
obserwacji czysto przypadkowo (to jest wtasnie swamping).

@ Poprawka Bonferroniego: p-value dla najwiekszego |t;| mnozymy przez liczbe
przeprowadzonych testéw:

PBonf = mln(N . 2P(tN7K71 > |ti|)7 1)

@ W R: car::outlierTest(fit)
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Test Bonferroniego — przyktad

Dla naszego modelu 1m(mpg~disp+hp+wt, data=mtcars):

> outlierTest (fit)
No Studentized residuals with Bonferroni p < 0.05
Largest |rstudent]:

rstudent unadjusted p-value Bonferroni p

Toyota Corolla 2.564129 0.016225 0.51919
Interpretacja:
@ Nieskorygowane p = 0,016 sugerowatoby, ze Toyota Corolla jest obserwacja
odstajaca.

@ Po uwzglednieniu, Zze przejrzeliSmy wszystkie N = 32 obserwacje, pgonr = 0,52 —
brak podstaw do odrzucenia Hp.

@ Warto$¢ krytyczna |t| wynosi tu 3,52, a nie 2 — wykresy z poprzednich slajdéw
wskazywaty obserwacje 17, 18 i 20 jako podejrzane, ale formalny test ich nie
potwierdza.

Uwaga: test wskazuje tylko jedna, najbardziej skrajna obserwacje — przy kilku
obserwacjach odstajacych moze zawie$¢ (masking). W takiej sytuacji stosujemy go

iteracyjnie.
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Studentyzowane reszty na tle dzwigni

Moiemy jeszcze pokazac' Wykres Outlier and Leverage Diagnostics for mpg
studentyzowanych reszt na tle
dzwigni — w ten sposéb mozemy
podzieli¢ obserwacje na:

Threshold: 0.25

@ zwykte,
2 Observation

o normal

@ odstajace niewptywowe,

o ° leverage

RStudent

o outiier

@ odstajace i wptywowe, e

@ wptywowe nieodstajace.

03
Leverage
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Odlegtos¢ Cooka (Cook’s D, Cook’s distance)

Cook's D

Cook's D Bar Plot

Threshold: 0.123

[TTI .|||.| |.|
0 30

2
Observation

Piotr Dybka

Observation

W oma
W outier

Odlegtos¢ Cooka mierzy zmiang w wartosci
wspotczynnikéw regresji, gdy pomijamy i-ta
obserwacje:

i

e? h;
D; =
K - MSE ((1 - h,-)2>

gdzie MSE = $redni btad kwadratowy (mean square
error).

2

@ — ' to miara odstawania obserwacji
K - MSE

m to miara dzwigni (wptywu)
Warto$¢ progowa mozna ustali¢ jako:
@ 4/N (wykr. po lewej)
@ 3D (trzykrotnoéé éredniej odlegtosci Cooka)
Q 1o

©Q F(0.5; K, N — K) (wartosci powyzej 50.
percentyla rozkt. F)
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DFFITS (Difference in Fits)

DFFITS sprawdza, jak i-ta Influence Diagnostics for mpg
obserwacja wptywa na wartos¢ 5 Dveshold: 071
teoretyczng wyliczong z 0]
oszacowanego réwnania regresji: 20

DFFITS; =

DFFITS

Sovhi  Siy 1—hi

Indeks (i) oznacza wytaczenie i-tej a “l “ w I Hll i Hl

)A/i_}A/(i)_ & Vhi 051 ‘ ‘

obserwacji.

Jako warto$¢ progowa przyjmuje sie

K . |
2 — Observation
N
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DFBETA(S) (Difference in Betas)

DFBETA analizuje zmiany we page 1 of 1
Wspé’rczynnikach regresji (6) Dla kaidego Influence Diagnostics for (Intercept) Influence Diagnostics for hp
Bj (J _ Zmiennych) mozemy policzyé Thresf3ld: 0.35 Threshold: 0.35
~ 0.4~ ¥ |
zmiane wartoéci 3j, gdy i-ta obserwacja { T e
. .. (2] 0
zostanie pominigta: Eﬂn “W - WTA ?l Tlu A[ E“‘
& &
— A. — A, . 047 ®
DFBETA;;y = i — Bj(i . Tgg ety NLI tel
o8-
Po standaryzacji otrzymujemy DFBETAS: ; 2 F 2 %
Observation Observation
ﬁ [@ Influence Diagnostics for disp Influence Diagnostics for wt
J — Pj(i) 050 Threshold: 0735 Tifteshold: 0.35
DFBETAS;(;y =
j (1) o6
1 |
MSEy (XTX)
i P I T [ ¢
SR % SO O 2
m [T l T w2 H
L. 2 5 SRS | N P OO
Wartos$¢ progowa: — 025 LT i
\% N 0.2
0.50 -
5 » e B B
Observation Observation

Piotr Dybka Obserwacje odstajace Ekonometria praktyczna 19 /27



Obserwacja odstajaca czy btedna specyfikacja?

Zanim usuniesz obserwacje odstajace, sprawdz, czy nie maja one czego$ wspdlnego. W
naszym modelu wszystkie trzy podejrzane obserwacje maja reszty dodatnie — model je
niedoszacowuje:

obserwacja wt e; RStudent
Toyota Corolla 1,835 45,86 2,56
Fiat 128 2,200 45,79 2,50
Chrysler Imperial 5,345  +5,49 2,53

@ Zakres zmiennej wt to [1,51; 5,42] — dwie obserwacje leza przy dolnym, a jedna
przy gérnym krancu rozktadu masy.

@ Niedoszacowanie na obu krancach zmiennej objasniajacej to typowy objaw
zaleznosci wypukftej, ktérej czton liniowy nie jest w stanie odwzorowad.

@ Sprawdzenie: zastapienie wt przez In(wt) podnosi R? 2 0,827 do 0,867, a
RStudent dla Chryslera spada z 2,53 do 2,06.
Whiosek: usuniecie tych obserwacji poprawitoby dopasowanie, ale ukryfoby btad
specyfikacji zamiast go naprawié. Wzorzec wéréd obserwacji odstajacych jest sygnatem o

postaci modelu, a nie zadaniem z ,,czyszczenia” danych.
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Metody postepowania

@ Usuniecie btednych informacji

@ Winsoryzacja (modyfikacja obserwacji)
© Least trimmed squares (LTS)

© Least absolute deviations (LAD)

© Regresja kwantylowa

Piotr Dybka Obserwacje odstajace Ekonometria praktyczna 21/27



1. Usuniecie btednych informacji

@ W przypadku, gdy mamy pewnos$¢, ze dana obserwacja jest btednie
zakodowana, powstata w wyniku ztego zrozumienia pytania lub powstata w
wyjatkowych okolicznosciach, ktérych nie chcemy uwzgledniaé w modelu, to
powinniémy usuna¢ taka obserwacje (niezaleznie od jej wptywu; nawet
jezeli nie jest wptywowa, to bedzie zmniejszata precyzje oszacowan).

@ Gdy jednak nie mamy podstaw do stwierdzenia, ze jest to obserwacja
btedna, to usuniecie jej moze wiazac sie z utratg cennych informacji (w
szczegblnosci gdy jest to tylko obserwacja wptywowa, a nie odstajaca).

@ W przypadku identyfikacji obserwacji odstajacych moga wystepowaé dwa
zjawiska:

o Masking — przy wiekszej liczbie obserwacji odstajacych metody moga
ich nie wykrywa¢ (sa ,ukryte”); w tej sytuacji prezentowane metody
moga zaczaé wykrywaé obs. odstajgce dopiero po usunieciu kilku
obserwacji tego typu.

e Swamping — btedne zakwalifikowanie obserwacji jako odstajaca.
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2. Winsoryzacja (modyfikacja obserwacji)

@ W przypadku, gdy nie chcemy usuwaé obserwacji, mozemy
wykorzystaé tzw. winsoryzacje (winsorizing).

@ Zamiast usuwa¢ obserwacje odstajace, mozemy podmieni¢ ich warto$¢
na warto$¢ z 1. lub 99. percentyla rozktadu dla danej zmiennej (w
zaleznosci z ktérej strony obserwujemy odstawanie zmiennej).

@ Idea polega na tym, ze skoro mamy obserwacje, dla ktdrej poziom
jednej zmiennej wydaje sie Zle zmierzony, to szukamy racjonalnej
wartosci dla tej zmiennej, tak aby nie tracié¢ obserwacji.
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3. Least trimmed squares

@ Usuwanie obserwacji odstajacych mozna tez wbudowa¢ w procedure
estymacji — LTS (Least Trimmed Squares).

@ Idea LTS polega na tym, ze minimalizujemy sume tylko h najmniejszych
kwadratéw reszt (pozostate, najwieksze reszty s3 odrzucane):

Sirs(

™
N
Il
[]=
—
[0}
N
SN—"
z
—
@
N
SN—
iy
=
|
IN
—
o
N
S~—
=2
=

@ W praktyce oznacza to: szacujemy model, porzadkujemy obserwacje wedtug
wartosci absolutnych reszt i odrzucamy zadany % obserwacji z najwyzszymi
resztami; procedura jest powtarzana, az do znalezienia podpréby dajacej
najmniejsza sume kwadratéw reszt.

@ Pakiet robustbase w R; polecenie 1tsReg(), parametr o = h/N okresla,
jaka czeé¢ obserwacji ma pozostaé w prébie.
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4. Least absolute deviations

@ Innym podejéciem jest zastosowanie estymatora LAD (Least Absolute
Deviations), gdzie minimalizujemy nastepujaca funkcje celu:

=2

Siap(B

i=1
@ Czyli zamiast kwadratéw reszt (jak w przypadku KMNK) mamy
wartosci absolutne.

@ Estymator LAD ma za zadanie dopasowaé parametry B do mediany, a
nie $redniej rozktadu — mediana jest miarg bardziej odporng na
wystepowanie obserwacji odstajacych.
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5. Regresja kwantylowa

@ Regresja kwantylowa jest uogdlnieniem LAD, gdzie minimalizujemy nastepujaca funkcje

celu:
SBo)= > Qlui-xiBol+ Y. (1-Q)|y—xBq|

i:y,-ZfoBQ fi}’i<x,{BQ

@ Parametr Q informuje o tym, dla ktérego kwantyla rozktadu zmiennej objasniane;j
szukamy wartosci 8.

@ Reszty dodatnie (powyzej dopasowanej wartosci) s wazone za pomoca Q, a reszty
ujemne za pomoca (1 — Q).

@ Przyktadowo dla @ = 0.7 btedy szacunku powyzej dopasowanej wartosci beda miaty duze
znaczenie, a te ponizej — mniejsze; dlatego regresja zostanie dopasowana tak, aby
odzwierciedla¢ zalezno$¢ dla 70. percentyla rozktadu badanej zmienne;j.

@ Dla Q = 0.5 dopasowujemy sie do mediany i otrzymujemy estymator LAD.
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5. Regresja kwantylowa

@ W ten sposéb mozemy zobaczy¢, czy na krancach rozktadu zmiennej badana
zalezno$¢ ulega zmianom.

@ W szczegdlnosci duze zmiany dla krancowych kwantyli moga wskazywaé na
wystepowanie obs. odstajacych.
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